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Algebra e |, Grupuri

ELEMENTE DE ALGEBRA
- "LGRUPURE - el

o Legi de compozitie pe 0 multime

1.1. Definitii si exemple

Din studiul diferitelor operatii intdlnite pand acum (adunarea si
inmultirea numerelor, compunerea functiilor, adunarea si inmultirea
matricelor etc.) se pot desprinde concluziile:

- existd o mare diversitate atat in ceea ce priveste natura
multimilor pe care sunt definite aceste operatii (numere, functii,
matrice, vectori, siruri, perechi ordonate...}, cat si in ceea ce priveste
regulile specifice dupa care se opereaza cu elementele acestor multimi;

- operatiile algebrice intalnite au o serie de proprietiti comune,
indiferent de natura elementelor asupra carora opereazi (comutativi-
tate, asociativitate etc.).

Retinand aspectele esentiale ale operatiilor, in acest capitol se va
face o prezentare a acestora intr-o forma generald prin intermediul
conceptului de lege de compozitie, concept care da posibilitatea folosirii
metodei axiomatice in algebra.

< DEFINITII
Fie M o multime nevida.
* O aplicatie : MxM — M, (x, y) > ¢(X, y) se numeste lege de compo-
zitie (operatie algebrica) pe multimea M.
e Elementul ¢(x, y)eM, care corespunde prin aplicatia ¢ perechii

ordonate (x,y)eMxM se numeste compusul lui x cu y prin legea
de compozitie .

I5* Exemple de legi de compozitie
¢ Operatia de adunare , + “ si operatia de inmultire ,, - “ pe multimile de numere N,
Z,QRC
»t Y NXNIN (%, y)> x+y,

» U NXN SN (x y) > x-y,
wt Y IXISL (X, y)>X+Y,
v IXxI L, (% y)>xy, ete
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+ Operatia de adunare ,+“ pe multimea ¥ a vectorilor din plan:
AV Y 5, (8 B)>a+b.

+ Operatiile de reuniune ,.*, intersectie ,N*“, diferenta ,\*, diferenta simetrica ,A*, pe
multimea #(M) a partilor (submultimilor) unei multimi M:

.UM 2(M)xP (M) - 2 (M), (A, B)> AUB,
.M P(M)xP(M) - #(M), (A, B) > ANB, etc.
¢ Operatia de compunere ,-* a functiilor pe multimea #(M)= {f [f: M~ M} :

Lot F (M)xF (M) > # (M), (f, g) > fog.
Legile de compozitie sunt date in diferite notatii:
e In notatie aditiva se scrie ¢(x, y)=x+y; elementul x +y € M se
numeste suma lui x cu y, iar operatia ¢ se numeste adunare.
¢ In notatie multiplicativi se scrie ¢(x, y)=x-y; elementul x-yeM se

numeste produsul lui x cu y, iar operatia ¢ se numeste inmultire.
Deseori, daca ¢:MxM —>M este o lege de compozitie (operatie

algebrica) pe multimea M, in loc de notatia ¢(x, y) se folosesc notatiile
X0y, X0y, X*y,xTy,x 1y etc.

Everoifian regyoleal

E  Pe multimea R se defineste operatia algebrica ,, T “, astfel:
T:RxR->R (x,y)>xTy=xy-x-y.
a) Sa se calculeze 2 T 3, 5 T(-3), (-6) T(-8).
b) Pentru care elemente x e R, avemx T 2 =8?

¢) Sa se rezolve ecuatia x T(x+1)=1.

Solutie

BTl 8-B-1.5T(-3)=5(-3)-5-(-3)=-17, iar
(-6)T(-8) =(-6)-(-8)—(-6)-(-8) = 62.

b) Avem: X T2=x:2-x- 2 =x - 2. Din egalitatea x - 2 = 8 se
obtine x = 10.

¢) Avem: x T(x+1)=x(x+1)-x-(x+1)=x? -x - 1. Rezulta ecuatia
x?-x-2=0 cu solutiile x; =-1, x, =2. Asadar: (~1) TO=+1 si2 T 3 =+1.

1.2. Adunarea si inmultirea modulo n

Fie neN un numdr natural si a € Z. Din teorema impértirii cu
rest a numerelor intregi rezulti ca exista si sunt unice numerele q € Z
sire{0,12,.., n-1} cu proprietatea a = nq +r.

6
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Numarul natural r care reprezinta restul impartirii Iui a la n, se
noteazd a mod n (se citeste ,a modulo n*) si se numeste redusul modulo n
al numarului a

Asadar,

Astfel, daca n = 6, atunci:

15mod6 = 3, 5mod6 =5, (-10)mod6 = 2.

Pe multimea Z definim urmatoarele legi de compozitie:

a) ©:IxZ >7,a®b=(a+b)modn, numita adunarea modulo n.

a ® b se numeste suma modulo n a lui a cu b.

b) ©:ZxZ > 17, a ©b=(ab)modn,
numitd inmultirea modulo n.

a O b se numeste produsul modulo n
al lui a cu b.

Astfel, pentru n = 8, avem:

6 ®10=(6+10)mod8 =16mod8 = 0;

7®12=(7+12)mod8 =19mod8 = 3;
4 03=(4-3)mod8=12mod8 = 4;
(-2)o 5= [(—2)-5]m0d8 =(-10)mod 8 = 6.

1.3. Adunarea si inmultirea claselor de resturi modulo n

Fie neN un numir natural fixat. Pentru a e Z notam
£={a+nk | k el} $ir = a mod n restul impartirii lui a la n.

Din teorema impartirii cu rest, rezulta ci exista q € Z astfel incat
a=nq+r.
Atunci, a = {a+tnk|ke?}={r+nq+nk|keZ}={r+nh|/heZ}=r.

Asadar, in determinarea multimii a este esential si cunoastem
restul impartirii lui a la n.

Multimea a se numeste clasa de resturi modulo n a lui a.

Deoarece resturile obtinute la impartirea cu n a numerelor intregi
pot i 0, 1,2, ..., n- 1, rezultd ca existi numai n clase de resturi
modulo n distincte doud cate doua si acestea pot fi considerate

A

0,12,..n-1L
Multimea claselor de resturi modulo n se noteaza cu Z, si putem

scrie
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Pe multimea Z, se definesc urmaétoarele legi de compozitie:
a) ,+ ¥ x¥, >, a+b=a ® b, numita adunarea claselor de

resturi modulo n, iar a+b se numeste suma claselor a si b:
b) ,-“:Z,xZ, >, a-b=a 0 b, numita inmultirea claselor de

resturi modulo n, iar a-b se numeste produsul claselor a si b.

5" Exemple

~ A A A A

>

® 1. Sa se calculeze in Z;:

a) (2); b) (3-1)-6 o (3) +(3).
Solutie
avem:a) (3)=2.2.3-2.2=% 1) (3.4)6-8.6-2
o) (3)' +(5)=3-3.3.3+5.5.5-2.3.3+4.6-6.3+6-446-3

B 2. Sa serezolve in 4, ecuatia 9x2 +2x = 0.

Solutie
Solutiile ecuatiei pot fi doar elemente ale multimii {6 12, @}

« £(3)-2.148-3-3+2-0.
In concluzie, solutiile ecuatiei date sunt 01,2 3. Dupa cum se

observa, ecuatiile de gradul 2, pe multimi diferite de cele uzuale, pot
avea mai mult de doua solutii.
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1.4. Parte stabila. Lege de compozitie indusa

Fie M o multime nevida si ,.o“: M x M — M o lege de compozitie pe M.

+* DEFINITIE
* O submultime S ¢ M se numeste parte stabild a lui M in raport cu
legea de compozitie ,,o“ dacd: V x, y € S implica xoy e S.

Pentru cazul S = M se spune ca M este parte stabild in raport cu
legea de compozitie ,o“,

I°Exemple

¢ Multimile de numere N, Z, © sunt parti stabile ale lui R in raport cu operatiile de
adunare si de inmultire a numerelor reale.

* Multimile pN={px|xeN}, cu p € N sunt parti stabile ale lui N in raport cu
operatiile de adunare si de inmultire a numerelor naturale.
*Fie #,(C) multimea matricelor patrate cu elemente din multimea C.

Submultimea S c .#,(C) a matricelor inversabile este parte stabild a lui .#;, (C)
in raport cu inmultirea matricelor.

s ssisiogd

(a b
B 1. Fie Hc ./, (C), Hz{( a ]
b a

aZ+b? = l}. Sa se arate ca H este

parte stabild a multimii ..#, (€) in raport cu inmultirea matricelor.

Solutie

a b Xy
Fie A BeH, A= ,B=
\-b a -y X

) a by(x y ax —by ay+bx
obtine: AB = . = .
-b a)l-y x -ay -bx -by+ax

Folosind proprietatea det(AB)=det(A)-det(B), rezulta ca:
det(AB) = (a2 + 132)(x2 + yz) =1 si astfel (ax - by)” +(ay + bx)’ =1. (2)

Din relatiile (1) si (2) rezulta ca AB e H, deci H este parte stabila a
multimii ..#, ('E) in raport cu inmultirea.

) si a2+b?2=1x2+y?=1. Se

2. Sa se arate ca multimea #,, ={0, 1, 2, ..., n-1} este parte stabila

alui Z in raport cu adunarea modulo n si inmultirea modulo n.

9
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Solutie
Daca a,be®,, atunci, din definitie, a®b si a®©b reprezinta

restul Impartirii numerelor a + bsia - blan. In concluzie, a®b si aOb
sunt elemente ale lui #,,.

Daca H este parte stabila a lui M in raport cu legea de compozitie
¢ : M x M -> M, atunci pe multimea H se poate defini o lege de
compozitie y : H x H - H, considerand y(x, y)=¢(x,y), V x, y e H.

Legea de compozitie y se numeste legea de compozitie indusa pe
multimea H de cétre legea de compozitie ¢.

Pentru simplificarea scrierii, se obisnuieste sa se foloseasca
aceeasi notatie pentru legea de compozitie pe M si legea de compozitie
indusa pe H.

1.5. Tabla unei legi de compozitie

Fie M o multime finita, M ={a;, a,, ..., a,} sig : M x M — Mo lege
de compozitie pe M.

Legea de compozitie ¢ poate fi
descrisa printr-un tablou cu n linii si a
n coloane corespunzator elementelor g,
a,, aq, ..., a,. La intersectia liniei i cu

¢ a; 4o

coloana j se afla elementul (p(ai, aj).

Acest tablou se numeste tabla legii
de compozitie sau tabla lui Cayley.
Tabla unei legi de compozitie are 5 _
un rol deosebit in perfectionarea calcu-
lelor algebrice, precum si in verificarea unor proprietiti ale legii de
compozitie.

o noilic sovoluad

E 1. Fie H= {z € 'C' z* :1}. Sa se arate ca H este parte stabila a

multimii € in raport cu inmultirea numerelor complexe.

Solutie . [-1 1L 4 %

Ecuatia z* =1 se scrie (zz«l)(zz+l)=0, ol i. N

de unde se obtine ze{-1 1,1, -i} = H. Alcatuim - | i - -1 1
tabla operatiei de inmultire pe H. i+ 1 1 -1

10
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Dupa cum se observa din tabla operatiei, toate rezultatele
obtinute in urma compunerii elementelor apartin multimii H. In
concluzie, multimea H este parte stabila a lui € in raport cu inmultirea.

B 2. Sa se alcatuiasca tablele operatiilor de adunare si de inmultire
modulo 4 pe #, si de adunare si de inmultire pe multimea claselor

de resturi Z,.
Solutie

Avand in vedere modul in care s-au definit operatiile pe multimile
Ry si 44, avem:

@l 0 1 2 3 el 0 1 2 3
0|0 1 2 3 0| 0 0 0 O
1/ 1 2 3 0 110 1 2 3
2|12 3 0 1 20 2 0 2
3/ 3 0 1 2 3]0 3 2 1
+106 1 5 3 0 1 5 3
0|0 1 2 3 6|0 0 0 0
i1 2 383 6 ijo 1 2 3
212 3 0 i 5/0 2 0 3
313 06 1 32 3l o 38 2 i

E 3. Pe multimea R se considera legea de compozitie Xoy =Xy +x+7,
V X,y €R. S4 se arate ca multimea M =[-2, 0] este parte stabila

a lui R in raport cu legea de compozitie ,, o “.

Solutie
Trebuie aratat ca daca x,ye[-2, 0], atunci xoy e[-2, 0]. Deoa-

rece X, y€[-2,0], rezulti ca -2<x<0, -2<y<Osau-l<x+1<1,
-1 <y +1<1 si se obtin inegalitatile |x +1/<1, |y +1/<1. Prin inmultire,
avemn Inegalitatea I(x +1)(y + 1)| <1, care se scrie sub forma
-1=<(x+1)(y+1)<1. Dupa reducerl se obtine: -2<xy+x+y<0, deci
Xoy e[-2, 0].

11
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EXERCITII $1 PROBLEME

El.

E2.

E3.

ES.

Pe multimea Z se defineste opera-
tia algebrici ,o" astfel: x oy = 2x +

+y-3.vVx,yel

a) Si se calculeze 4 o 7, 80(-1),
(-8)-3 si 3-(-8).

b) Sa se afle valorile x € Z pentru
care xo(3x-1)=6.

c) S se rezolve ecuatia (x +1)-3 =

=5o(x2—8).
& eerl

definim operatia algebrici A 1 B =
=3A-2B, V A, Be A.

a) Sé se arate cd I, € A.

e 1)

c) Si se determine a ¢ P, stiind cé
1 a 1 1 a? -1

Sé se calculeze:
a) 18 mod 5; 28 mod 6; 17 mod 8;

(-3)mod 4;

)56 4; 60 11; (-2)05; (-4)®
®(-13), dacin = 9;

€©)207 508; (-3)017; (-B)o
©(-11), dacd n = 10.

Pe multimea .#

1
b) Sa se calculeze (3

Sa se calculeze:
a) 23,21, 9, 33, 27 in Zg;

S4 se rezolve ecuatiile:
a) 2x+1=0, in Zg;

12

EXERSARE

E86.

E7.

ES8.

ES.

Pe multimea D se definesc opera-
tiile algebrice x oy =x +y - Xy si

xTy=x-y+2xy,Vx, yec Rk Sd
se rezolve:
a) ecuatiax o x=xTX;
X+ 3y).3=-19

b) sistemul ( ) .

(x-2y) T2=-22
Pe multimea M={0, 1, 2, 3, 4} se
considerd legea de compozitie
xoy=|x-y|,V X, ye M. Si se alci-

tuiasca tabla operatiel si sd se arate
cé M este parte stabild in raport cu
aceastdl lege de compozitie.

S4 se alcituiascii tabla operatiei
#o* pe multimea M si sd se
studieze dacd multimea este parte
stabild in raport cu ,,o*, daci:

a) M = {x e N| x divide 12},

X oy = c.m.m.d.c.(x,¥);

b) M ={2, 8, 4, 5},

xoy=min(x, y);

¢c) M={0, 1,2, 3, 4},

xoy=max(x, y).

Si se arate cd multimea M este
parte stabild in raport cu legea de
compozitie specificati:

a) M=[2, +»), Xoy =Xy -
-2(x+y)+6;

u i

cu adunarea matricelor;

a, bel)}. in raport
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b

in raport cu inmultirea matricelor.

c)M={[a 2:)’& beq a2-2b2=1}.

E10.Pe multimea M = {1, 2, 3, 4} se con-

sidera operatia algebrica ,o* a cérei
tabla este data mai jos:

e 1 2 3 4
1 1 3 4 1
2 1 3 4 2
3 2 1 3 4
4 4 3 2 1

a) Sa se determine x=1-(203),
¥y=40(3:2), z=(102)0(3:4).
b) Sé se rezolve ecuatiile x - 2 = 4,
4ox=2¢6ix020x=1.

Al. Sa se determine multimile M c Z4,
care sunt parti stabile ale lui Z,

in raport cu operatia de adunare.

. S& se arate cd multimea M este
parte stabild in raport cu operatia
specificata:

a) M=(a, +x), Xoy=xy-a(x+y)+
+a%+a;

b) M=[4, 6], xcy=xy-5(x+y)+30;
Xty

1+xy’

Pe multimea M=(2, +x) se consi-

c) M=(-1,1), xoy=

deré legea de compozitie:

Xy -2
x+y-3°
Sa se arate cd M este parte stabila
in raport cu ,, o “,

Xoy= Vx,yeM.

A4. Se considerid multimea

l[\/§] ={a+b«/§ a, be l}.
Sa se arate ci:
a) multimea l[\/—3_:| este parte sta-

13

E11.Fie M:{A:[ a)
01

APROFUNDARE

AS.

c) S# se rezolve sistemele de ecuatii:

x02=y x0y=1
si .
yo2=x (2+1)oy=1
1

aec}ﬁlegea

de compozitie X L Y=X+Y-1,,
V X, Y € M, (C) definitd pe multimea
My (C).

S& se arate cd multimea .# este
parte stabilda a multimii .#,(C) in

raport cu operatia de inmultire a
matricelor gi in raport cu operatia
"J_ “.

bild in raport cu adunarea si inmul-
tirea;

b) multimea M = {a +bV3|a, bez,

a%-3b’ = 1} este parte stabild a mul-
timii Z[{3] in raport cu inmultirea.

. Se considera functiile

f,, £, f3, f4 : R\ {0} > R\ {0},
fi(x) =% f(x) =7, f5(x)=x

fy(x)= -1, sa se arate ca multi-
x

mea M={fj, f,, f3, f;} este parte

stabilda in raport cu compunerea
functiilor.

Fie M =(2, + ) si legea de compo-
zitie pe M: X oy =xy — 2x - 2y + a,

VX, yeM.
a) S&4 se determine valoarea
minimi a lui a € R, astfel incat M

sd fie parte stabila in raport cu ,o“.
b} Sa se rezolve ecuatia 4 - x = 8,
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c) S se rezolve sistemul: d) M= { z < C|Re(z)= 0}_
{(x+2)o(y—3)=46
. , pentru a = 50.
(22 +1)o(y+1)=59 A8. Sa se determine multimile finite
M c R, care sunt parti stabile ale
A7. Sa se studieze dacid multimea M lui R in raport cu operatia de
este parte stabilda a lui € in raport inmultire. Aceeasi problemdi pentru
cu inmultirea: multimea C.

- 3 _ 1.
#)] B = {z € C‘ z= 1} ' A9. Fie M o multime cu 3 elemente. Sa

b) M= {z ce€lz= E} se determine numérul legilor de
’ compozitie care se pot defini pe
c) M= {z = C‘ z2 = ‘z‘}; multimea M. Generalizare.

0 Proprietati ale legilor de compozitie
2.1. Proprietatea de comutativitate
Fie M o multime nevida.

+ DEFINITIE

I * Legea de compozitie ,o*“: MxM ->M, (x,y) > Xy se numeste comuta-
tivi daca xcy=yox, VX, ye M.

2 Exemple de legi de compozitie comutative

¢ Adunarea si inmultirea pe multimile de numere ™, 7, @, E, €. Avern:
X+y=y+X 8i X -y=y -X. VX, V.
+ Reuniunea, intersectia si diferenta simetrica pe multimea .# (M ) a submultimilor
multimii M:
AUB=BUA AnB=BnA AAB=BAA YA Be?(M).
¢ Adunarea matricelor pe multimea . #,;, ,(C):

A+B=B+A A Be.#, ,(C).

I5° Exemple de legi de compozitie necom
* Scaderea pe multimile Z. €, &, C.
+ Scaderea pe multimea matricelor .#y, ().
+ Diferenta multimilor pe multimea #(A).
+ Compunerea functiilor pe multimea #(M)={f |f:M — M}, daca M are cel putin

doua elemente.

14
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< OBSERVATII

1. Daca ¢: MxM — M este lege de compozitie comutativa pe multimea M

si H ¢ M este parte stabild a lui M in raport cu ¢, atunci operatia
indusa pe H de legea ¢ este comutativd. Se spune ca proprietatea de
comutativitate este ereditara.

2. Dacad multimea M este finitd, comutativitatea unei operatii ¢ pe M
poate fi verificatd pe tabla operatiei. Legea de compozitie este
comutativa dacd tabla legii este simetrici fatd de diagonala
principala a acesteia.

E  Pe multimea Z a numerelor intregi se defineste legea de compozitie
Xoy=Xy+2x+ay.
5S4 se determine aeZ pentru care legea de compozitie este
comutativa.

Avem: yoX =y-X+2y+ax. Din egalitatea xoy=yocx se obtine
X-y+2x+ay=y-Xx+2y+ax,Vx,yeZ Din faptul ca inmultirea si
adunarea numerelor intregi sunt legi de compozitie comutative se obtine
(a-2)(x-y)=0, VxyelZ deundea=2.

< OBSERVATIE

* Multe legi de compozitic se definesc cu ajutorul altor legi de
compozitie. In asemenea cazuri, in demonstrarea proprietatilor legii
de compozitie considerate, intervin in mod esential proprietitile
legilor de compozitie folosite in definirea acestora.

2.2, Proprietatea de asociativitate

Fie M o multime nevida.

« DEFINITIE
I- O lege de compozitie M x M - M, (X, y) > Xy se numeste asociativa
dacd (Xoy)ez=xo(yoz), VX,y, ze M.

I¥° Exemple de legi asociative

¢ Adunarea si inmultirea pe multimile de numere N, Z, @, R, C:
(x+y)+z=x+(y+2) si (x-y)-z=x-(y-2z), pentru oricare x, y, z.
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