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Algebri r l. Grupuri

I Operatia de adunare "+" 
pe muftimea'//avectotTlor dln plan:

,,+":'t/ xV -+ V , (a,6) -+ d+6.

r Operatrfle de reuniune ,u", intersectie ,,n", diferenfA,,\", diferentA simetricd "A", 
pe

mu[imea 9(M) a ptrrfilor (submulttmilor) unei mulftml M:

" u ": e(M)x e(M) -+e(M), (A, B) -+ AvB,
,, n ": ;7 (M) x e (tvt) -+ e (M), (A, B) -+ A n B, etc.

o Operatla de compuner€,o" a funcfiilor pe mufilmea r(M) = {r I r : u -+ vt} :

".": ,$ (M)x fi (lvt) + .lr (ru), (f, g) -+ f . g.

Legrle de compozifle sunt date in diferite notatii:

" in notatre aditive se scrie q(x,y)=x*Yi elementul x + y e M se

numeFte suma lui x cu y, lar operatia g se numepte adunare.
. in notatie multiplicafive se scrie e(x, y) = x.yl elementul x'y € M se

nurneste produsul lui x cu y, iar operatia q se numepte lnmulflre.
Deseori, dac6 rp : M x M -+ M este o lege de compozitie (operafie

algebricA) pe multimea M, in loc de notafia q(x, y) se folosesc notaflile

x q y, ;go5I, X * y, x Ty, xIy etc.

Src,reilia, tcg@{oan

Pe mufiimea Q se definegte operafla algebricA,, T ", astfel:

T: lQxD -+ Q, (*, y)-+ x TY = xy-x-Y.
a) Sa se calculeze 2 T 3, 5 T (-B), (-6)T(-8).
b) Pentru care elemente x e D, avem xT 2 = 8?

c) S5" se rezolve ecualia x T (x + 1) = 1.

Solutie

Ir{umarul naturai
noteaz6, a rnod n [se cit(
aI numArului a.

Asa<trar,

Astfei,dacin=6.
15mod6=3,bmo
Pe rnultimea I def
a) O I TExt -+ ,L. a

a @ i: se numeste
blo:frxL-+,t.a

numitA imrcaultlrea moc
a O i] se numeste

al iui a cu b"
Astfel,pentrurn=;

6et0=(6+10)modE=
7 ,A 12 = (Z + 12)mod8 =

+ e 3=(4.3)mod8=12

-2to 5-[(-2) 5,mod

3,S".&dunarea si

Fie neN* un :
a=ia+nI<lkell si r=

Din teorerrra imo--:
a:IlQ+r"

Atunci, i={a-nk
Apadar, in deten:t

restui imp6.rfirii lui a Ia
Multimea i =..,.r.
Deoarece resturile

pot fi O, L, 2, ... n -
modulo n distincte d:
o. i, a,. .., ;li,

Multimea claselor _

(-6)r(-8) = (-6) .(-8) - (-6)- (-8) = 62.

b) Avem: xf 2 = x. 2- x - 2 = x- 2. Din egalitatea x- 2: 8 se

obfine x = 1O.

c) Avem: x T (x + 1) = x (x + 1) - * - (* * 1) = *2 - x - l. RezultA ecuafia

x2 -x-2=O cusolufiil€ x1 =-I, x2 =2. Asadar, (*1) TO=+1 pi2T3=+1.

1.2. Adunarea gl inmulfirea modulo n

Fie n e N' un numdr natural pi a e Z. Dln teorema impdrfirli cu
rest a numerelor intregi rezrtltE c5, edst5' qi sunt unice numerele q, e L
qi r e {0, L 2,..., n-1} cu proprietatea a = nq + r.

SCNC
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Algebri o l. Grupuri

Pe mu[imea l-,_ se definesc urmetoa-rele legi de compozifie:

B) ;,+ "itnx1n)l,,,i*6=66R' numite adunarea claselor

resturt modulo n, iar i + 6 ". 
nume9te suma claselor i qi 6:

b),,. " :7lnxln ) l,,, i.6 = ;66, numita inmulflrea claselor

resturi modulo n, iar i'6 
"" 

numeqte Produsul claselor i qi 6.

@ Exemple
o Fie Za = {0,i, 2, 3}. etrrrci avem: 2*i:i;2+i =i;2+i = 6 etc'

De asemene a, 2.2 = 6; 2' 3 = 2; s '0 = i.

.in Zs = {6,i' ,,e,4\ avem: 2+i = 3, 2+6=6,i+2=i,i+3 = 0 etc'

De asemeneat i.i = A, 0 3 = i, 3' 3 = 4. 4,.3 = 2 etc.

L date sunt 0, i,2,3. Dupa. cum se

multimi diferite de cele uzuale, pot

1.4" Parte stab

FieMomulfimenr

* nEFtr{tTtE

loO"rrbrnultimeS:-\
I iegea de colnpozitie .

Pentrucazuls=l
legea de compozilie ,,. -.

@Exemple
o Mullimile de numere \

adunare qi de inmultrre
o Multimile p\ = {px .\ -

operatiile de adlrnare s:
r Fie ../1^(C) rnultime.

Submultirnea Sc ri.i(
in raporl cu inmultirea:

Snzrrr,i{dirbcSo/n"af€,

tr 1. Fie H c .//2.([-

parte stabilA a mu-

Solalle

FieA, B e H, A=

obrine: ae=[n b

l-b a -
Folosind proprietai

det(AB)=(r'+n2)ix2 -
Din relafiile (t) si i:

mulfimii ,,/,/z(,D) in rapc,

tr 2. Sa se araLe ca n-

a lui Z in raport c:

Avem: a) (r)3 =2 2.i,=4 2=i: h) (s a) u:s.6=2;
.^.4 ,^,3

") (3) .(5) =3.3.3.3+5 5.5 =2.3.3+4'5=6"3+6=4+6=3.

8

E{zrrrilil u7o/,aalz,

1. Se se ca-lculezein L7:

d (r)'; b) (3 a) 6;
") (r)- 

* (s)'
Solutte

tr 2. Sa se rezolve h l+ ecuafia 2x2 +2* = 6.

Solu{te

Solufiile ecuafiei pot fi doar elemente ale mu[imii {0, i, i, ei.()
Fie f (x) --ixz +2x. Avem:

. t(0) =i-6+0.6=6+0=6;

. f fi) =2'i+2.i=2+2 =6;\i

. t(r) =i.6*i.2=6+6=0;

. t(t) =2.i*2.3 =2+2=6.
in concluzie, soluflile ecuaflei

observ6, ecuatiile de gradul 2, pe'.
avea mai mult de dou5. solutii.
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ilfimIrf, *
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Solutie
Daca a,be.frn, atunci, din definifie, a@b -si aob reprezinta

restnl imper$rii numerelor a + b gi a' b la n. in conchtzie, a@ b 9i a O b
sunt elemente ale lui frn.

Dacd. H este parte stabil[ a lui M in raport cu legea de compozifle
g : M x M --+ M, atunci pe mulfimea H se poate defini o lege de

compozi{ie ry : H x H -+ H, considerAnd y(*, V) = q(x, y), V x, y e H.

Legea de compozitie,y se numegte legea de compozifie indusi pe

mulfimea H de c6tre legea de componlie <p.

Pentm simplificarea scrierii, se obignuiepte sA se foloseasc6
aceeagi notafie pentru legea de compozifie pe M gi legea de compozifie
indusA pe H.

o12
i23
230
301

0
I
2
3

0
I
2
o
L)

o

i
2

3

de

Solrtfie

Ecualia z4 = | se scrie

de unde se obflne z e {-L,1, i, - i}
tabla operafiei de inmulfire pe H.

i-i
-ii
-1 1

1 -1

I
-1
i
-i

(.' -r)(,'+ t) = 0,

= H. Alcd.tuim

-1
I
-i
i

-1
1

-i
i

10

1.5. Tabla unei legi de compozifie

Fie M o mulfime
de compozifie pe M.

finita, M={"r, o.2,..., a,r} Oie: MxM+Molege

Legea de compozifle q poate fi
descrisS. printr-un tablou cu n linii gi
n coloane corespunzitor elementelor
d1, a2,..., ?n. La intersecfia liniei i cu

coloana j se aJl5. elementul <A(ai, ar).

Acest tablou se numesJe tabla legfl
de compozlf,ie sau tabla lul Cayley.

Tabla unei legi de compozilie are
un ro1 deosebit in perfecfionarea calcu-
lelor algebrice, precum qi in verificarea
compozifie.

unor proprietS"fi ale legii

8rzrro{il ryolntalz,

tr l. Fie A={z.alza =t). Sd se arate cA H este parte stabilA atr)
mulflmii O in raport cu inmu$irea numerelor complexe.

DUpa cum se (

obtinute in urrna co
concluzie, mulfimea FI

tr 2. Se se alcdtuias
nrodulo 4 pe .tnn s

de resturi Za.

S_olulte
AvAnd in vedere n

.frq ;i L4, ayeefit:.

I
2
3
o

2

3

0

1

tr 3. Pe multimea I s

Vx,ye Q. Sd,sea

a lui lD in rapor.c cu

Solufte
Trebuie aritat ca <

rece x, y.[-2, O], rezul

-1 <y+1<lsiseobrir,
avem inegalitatea (x

-t<("nl)(y+1)<1, Du
xoyG[-z,o].

i2
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'[o 'z-]= '[ o x
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'erfl1nuru1 uIkI 'I>lr+rt1 'I>ll+xl agfplgeFeulu.rlqo as 1$ 1> I +f 51-
'I > I + x > I- nES g ; d > Z-.O> x > Z- gc v+lrrzet,[O,Z-]=d.x ecar
-Eoeo '[O 'z-] = 

.r( o x [cun]E ,lO,Z-1> d ,x EcEp pc ]E]EIB elnqa.\l
zryrqtlsl

',, o " alilzoduroc ep eeFal nc godur uI el InI E

EIIqqs elred elsa [O 'Z-l= 41 eerugipur Ec alBrE as ES .a 
= f ,x 4

'd+x+r{x=dox agpoduroc epeeFelEJapIsuoc as 6 eaurgipured.g tr

:ruo1g ,n7 ys ny;
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q 'H lr-tufl1nru uyj-redu roletruotuela greundruoc Br,rrrn uI alnugiqo
elelullnzer alBol '1efle-redo EIqB] ulp E resqo es runc Edn61

'exeldum roP

E EIIqels eped elsa H I
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9999
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o

0
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o
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g
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I g g I

egpodtuoc ep eeEel 1s y
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rxEf,crTIr $l FRoBIEME

81. Pe mu$lmea Z se definegtc opera-

fta algebrtci ,"" astfel: x o Y = 2x +

+y-3,Vr,YeZ.
a) Si se calculeze 4 o 7, 8"(-1),
(-a)"s er 3"(-8).
b) S[ se afle valorlle z e I PCntru
care x"(sx-r)=e.
c) Str se rezolve ecuafia (x + 1).3 =

=s"(x2-a).

E,2" pe murrimea * ={(: I l". r}
definlm operafta algebrtc{ AIB=
=8A-2B, Y A,BeJ(.
a) S[ se arate c5. 12 e Jl.

(r s\ (r 2)
b) 56 se catculeze 

[s ,J, [, ,).
c) Si se etermlne a e Q, gtilnd c[
(t a\ (t .2)
[" t,J'[", , )="'
Si se calculeze:
a) 18 mod 5; 28 mod 6; 17 mod 8;
(-s)moda;
b) 5 o 4; 6 o 11; (-2)o5; (-4)@

O(-13), dacin=9;
c) 2 O 7i 5 Oe: (-s)Orz: (-5)o
o(-f 1), dacl n = 1O.

Si se calculeze:
a) 8. 21, 0, :8, 1z in ls;
b) 0+fi,3*?,i+0 iaz,n

^ ,^\g rr\4
cl 2-4, 4. 9, (9) , (5) in Z6i

al (2 + 0).(a. e).(0 + 6) i'. 27.

Sl se rezolve ecuafllle:
a) 0x+i=6, in zg;

83"

E,4.

E5.

'f(a 
za.r

"'*=1[o "J.'t'cEXERSARE

D7.

b) 12+i=0, in zo;

c) 3x2 - 6= + 2 =6, in z+z

d) xs+2x+0=0, in zr.

E6. Pe mu$lmea D se deffnesc oPera-

ftile algebrtce x o Y = x + Y - xY Ft

xT y= x- y + 2xy, V x, y e D. Si
se rezolve:
a)ecuafiaxox=xTx;

[(x+3Y)o8=-19
bl slstemul I )- 

tp-zy)T2=-22

E8.

Pe mu$lmea M = {o, 1 2, 3, 4} se

conslderi legea de compozlfle
toy.=l=-yl , V x, yeM. Sise alcl-
tulascl tabla operaflet gl str se arate
ci M este parte stabllfl in raPort cu
aceasti lege de compoz$le.

Si se alcituiaec& tabla operaflei
,,o" pc mulflmea M gt si 3e

studleze daci mulflmea este Patte
stablli in raport cu ,,o", dac[:

a) M={xexlx dtvtde r2},
xoy=e.m.m.d.e.(r,y);
b) M={2,3,4,6\,
zo! = mln(x, y);
c) M={o,1 2,3,4},
xoy=mar(x,y).

Si se arate ci mu$lmea M este
parte stablli in raport cu legea de
compozif le speclfl catl:
a) M=[2.+o),xoy=4f -
-2(r + y)+ 6:

l(" 2b\l I
o, *=tlo .Jl"'oen], inrapott

cu adunarea matrlcelor;

in raport cu inrnul!.ire:

ElO.Fe mugimea M = {1, 2,

sideri operalia alglebrir
tabli este dati mai Jos

a) Si se determine x

Y=4.(s"z), z=(r.'.
b) Sril se rezolve ecuati
4"8=2gix"2ox=L

A1. SA se determine multin
eare sunt pdrti stabiJe
in raport cu operatia dr

A2. SA se arate c&. multir
parte sta&il& irn raport
specifieat&:
e) &t=(4,+*) ,xoy=F
+ag + a;

b) na=[a,o],s.y=xy-i

c) &g=(-r,l),x.y=:'l

A3. Pe rnultirreea U = (2. - ,

der6. legea de compozir:
ay -zXoV= V X, f .' x+y-B'

56 se arate cE M este 1

in raport cu ,, o ".

.A4. Se eonslder[ multimea
.[J"]=iarb,,s a.b:
Si se arate cd.:

a) netdtirnee Zl.,B esr
L

t2
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c) S[ 6e rezolve slstemul:
fk+2). (v - 3) = 46l' Dentma=5o.
l1z= * t). (y + 1) = 5e'

.A7. Si se studleze daci mugtmea M
este parte stabill a tut C in raport
cu inmu$lrea:

d) M={zeclRe(z)=o}.

Si se determine mu$imile llnite
M c Q, care sunt pdrgt stabtle ale
lui P in raport cu operafia de
inmulflre. Aceeaqi problemd pentm
mulflmea C.

Fle M o mu$lme cu 3 elerrente" Si
se determlne numirul legllor de
compozifie care se pot deflni pe
mulgimea M. Generallzare.

a) M={z.c .8 =r};
b) M={zee z=Z\;

c) M={z.c "'=Zl,

A9.

O Proprietilfi ale legilor de compozilie

2. l. Proprietatea de comutativitate

FieMomulfimenevida.

* DEFriilTrE

I " Legea de compozilie ,,, ": MxM -+ M, (r,y) - >< o y s€ nulneste *om&8a-
I tive dacdL x.y - yox. vx. y e M.

W D,xcaplele legLLe eomgozitie comutatiue

o Adunarea si inmultirea pe mulfimile de numere N, f , Q, rD, iC. Ar.ern:
x+v=y+x sl x.y.--y x.Vx,y.

rReuniunea, intersectia si diferenta sirnetricA pe rmrltimea ,/(M) a subnrurlt.imilor
multimii M:
AuB =Bur[, AnB =BnA, AAB :BAA, V A, B e ?/(M).

r Adunarea matr:icelor pe multimea ,llrr., r.fl-):
A+ts = B+A, A, B e.//rn.nlf,').

uS .Exemple- d.e legi d.e comp-ozifie necom-u-tstive

o Schclerea pe multimile X. ,Q, Q, O.
o Scdderea pe mul[imea matricelor .,1G,, 

" 
(C).

r Diferenta multirnilor pe mulfirnea ./(A).
.Compunerea functiilor pe multimea ?n(M)- {f ]f :U-+M} , daca M are cel putin

douir elemente.

3 OBSEEVATII

1. Dac5. g:MxM-+M r

qiHcMesteparte
indusS. pe H de legea
comutativitate este er

2. Dac6, multimea M s
poate fi verificatA 

l
comutative daci tj
principal5. a acesteia.

&r./*{hu t%olaa,

tr Pe mulfimea Z a n
xoy:xy+2x+a\-
Se se determine
comutativi.

Solulre
Avem: YoX=v.x

x'y+2x+ay=y.x+21-
adunarea numerelor int:
(a-2)(x-y):0, vx,r-

3 (IBSERUATIE

. Multe Iegi de comp
compozitie. In aseme
de compozifie consir
legilor de compozitie i

2.2. Ptoprietat(

FieMomultimene

* pEFtl{tTrE

l. O lege de compozilie \
I ar"^ (x.y) oz:x=1.:

@ Dxemple delesi ssociar
r Adunarea si inmulUrea :"

(**y)+z=x+(y+z)s:

t4
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